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1. Inleiding. Beschouw een re~le stochastische variabele X 
met een onbekende continue verdeJ_~1_ngsfunctie F s =P X ~ s • Ten-
• 
. afhankelijke waarhemingen van X en beschouwen de corresponderende 
empirische verdelingsfunctie 
·n 






Voor n voldoende grootj is deze een goede benadering van F s we-
gens 
li1n P sup 
n • ) oo s 




Gliver1ko-Cantelli . De vraag komt nu naar 
voren hoe groat n 
> 0., 
moet zijn opdat, met tenminste een 95% waarschijn-
- c<F s < F s + c geldt voor alle s; h·ier c > 0 liJkheid, };1 s 
n n 
is gegeven. Stel> 
2 
voor x,y > 03 
p _;•n X < F s - F s < y V O O r a 11 e s . 
n 
Dan .. lS de vraag dus hoe groat n moet zijn opdat Q t,e 
. n 
• 





~O ,95. Om 
Q, x, y . 
n . aeze vraag te kunnen 
enigs~ s kennen; het 
niet afhangt van F. 
zal blijken dat continu is in x,y en 
• 
Beschouw verder een tweede reVle stochastische ~ariabe•le Y, 
• • 
X en Y onafhankelijk met een continue verdelingsfunctie Gs 3 en 
• 
neem aan dat we willen toet~n of X en Y dezelfde verdelingsfunbties 
hebben, m.a.w. de hypothese 
H " F s 0 .. voor a l·le s . · 
• 
-2-
Als Gs bekend 1s dan kan men als volgt 
zodanig dat Q E =0,·95 en verwe1.,1J f·f 
- -· 0 
sup 
s 
~ f., • 
n 
te v\Jerk gaan: 
dan en alleen 
tcie s en 
dan wanneer 
juist is dan is de waarschijnlijkheid, 
zal warden., gelijk aan 0.,05, Dit is de zogenaamde 
da t H ve rworpe11 
0 
Kolmogorov toets 
van I-T • 
-o 
Evenwel C lS G s doorgaans niet bekend. Het ligt dan voor de 
hand Gs te benaderen met een empirische verdelingsfunctie: Hier-
toe neemt 





3 Pnm X:,Y 
dat P x:;y 
nm 
y " f s 
J 
• 
niet van F afhangt. Hier 
" ,
is F x 
n een het zal blijken 





s een veelvoud van 1 m 3 hun verschil dus een 
d met d als het kleinste gemene veelvoud van men n, 
Pnm x.,y P dx nm 




kleinste gehele getal ~ u. Zij 
- G 
m 
~ a d; nm 
a=a het kleinste 
nrr1 
verwerp H dan en alleen 
0 
dit is de zgn. Smirnov :coetrJ. Indien I-I juj_st is dan is de waarschijn-
o 
Om de genoemde testen te kunnen toepassen 2 is het gewenst 
exacte formules voor p XnY en Q Xo" af te leiden. In nm ., "n .,, v 
len we aangeven hoe men een exacte formule voor P x~y 
nn1 
den. Alleen voor het geva 1 da t m n .... lc een na tuurl i jk get a 1 
2 Zl-11-
ka n vin-
" 0 lS, 1.S 
deze formule 
oi1middellijk 
Want het zal 
expliciet weergegeven; zie formule 29 . Dit levert 
een exacte formule voor Q 
n 
blijken.? dat li1n 
.. 
xJ'{ j zie formule 33 
bestaat als een continue 
...... , ,,,. 0,:0 




k · ·•') co 
x,y C!. 7 x J y • 
--
Immero} voor vaste t > 0, uit c]c; cJefinj_ties 3 , 




n1. -. , oo Wt::gen s 
• 
0 pg em E~ r l { t z i J d a t c.1 c: r E:; s L: 1 ta t e n v a n 2 esser1tieel b~vat 
,, ZlJn in r11 :1_ j n a rt i vc c 1 : ri Some f o 1,,~mt1 la E.: for TT 1 l\.O rnogorov-
Sn1irnov dist1,.,ilJutions 11 J 
2. formules. 
-------------
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1
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U - . • 
n+rn+1 
constant 
+ f..';I:) J 
nodig D u D l1 + ::::0. o ri m -}C < D 
r:1 
-
~,...) v oo l' ::, l lc~~· s .. lS het 
f.3n voldoeride dat < y -x < D z ►' V = () :; ,,..I , o , ., , rr1 + r1 
Q 
l e, i~ 




of y ·:; 
J 
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1 n.3 1,/m met d te 
l·-1,2,. 0 •• Door zy J x=a d, Y=b d, 
vermeni~vuldigen vinden we 
,0 j 
waarbij het 0 1 aangeeft 
Y =0,1,.o ~,N-1 , 
Merk op dat -,-Q a lleen 
mogelijk is als N een veelvoud is van 
• 
7 a ls -a < z < b ~ 
8 0 a ls z ~ -a of z ~ b , 
9 z 6 z 0 • 
Zij teen vast positief getal~ 
reeks 
z ~ is de 
10 ' J 
N=O 
convergent. Uit 7 ~ 8, 9 volgt 
" 
f j <:5' J + t f j-m + t 
o 1 
12 f j 0 a ls j ~ -a of j= 
TtIEOREffiA 1. Zij J voor tu voldoende l{:lein., 
13 1 
••• . • . . ftbt n . m 








. -t lJ_ 
n -1 
d .. 
r a +r+j 
j= •. -1.,0,1,.,. 
-a < j < b :i 
-cc 
a ls 
waa rin de eenduidige oplossing is van het systeem 
n -1 1 
r=....,. 
-5-
db ., +s ., 
LEMl',1A 1. Beschouw een functie g j ; 
• 
g j j-m 1 + tg -+n J 1 als -a < j < b, 
en 
0 a ls 
Dan Q ~ lS g J =0 voor 
Bewijs. Pas 17 
g j = Ma X g - 8 + '1 
toe voor een j met -a < j < b., 
, • C,. ,g b-1 C, Dan volgt g j O wegens 











0 + -l-n 1 
volgt dat de functie g2definieerd door 
' I 
ml "CS een oplossing is van 




< l. 2 • 
voldoet 
• r'1a a 1., 
ive bel1oe-
ven dus alleen nag het geval na te gaan dat 16 ofwel geen ofwel 
tenminste twee en dus oneindig vele oplossingen heeft. In dit ge-
val bestaat er een oplossing 
n .,., -1 
20 
1 ... ==0 
d 
a +b+r+s 
0 die niet briviaal is; m.a.w. 
21 
.. ,, ✓ d voor precies een er 
voldoet de functie 




r a +r+J 
==0 J r 
n -1 1 
van het systeem 
s~o:; 1 :; 0 • 0 , n 1 -1 , 
=t=O 11 -p 3 1 
aan 17., Uit Lemma 1 volgt nu g j =0 voor 






Met behulp van Theorema 1 kan men f O bepalen als een ex-
pliciete rationale functie var1 t. Met behulp van 10 en 6 kan 
men dan een exacte formule van P x,y afleiden. In de nadere 
nm 
uitwerking van dit programma zullen we ons beperken tot het geval 








bij zonde 1~ 
1 k+1 
1 0 1 







volgt uit 22 , 










25 ,, 10 en 








in feite is het linkerlid zelfs convergent voor 
kT • 
Wegens 24 , voor h > 0, 
l~ -1 00 





met N h-n k+1 en I 
N • r • 0 l l 0 • h-1-kr 28 J r r cl.~ h -1 -1 , J r· 0 , 0 r r 1 1 1 .... lN. 
waar de som wordt uitgestrekt over alle verzamelingen 
• 
-7-
van niet negatieve gehele getallen met 
1 
T -Q • • 
" J • 
Uit 24, 26 ~ 27 ~ vinden we nu de exacte formule 
29 1 k+1 • 1 
a-1 k+1 b-1 k+1 
a-1-kr b-1-ks r+s 
-1 
r s r•-u• 0 0 s 
0 
waarin wordt gegeven door 28 , cl., a +b =0 voor j < b. 
J 
Teneinde Q1 x 1 51 -y 1 te bepalc11, laat in 29 k-+oo, a.-., oo ~ 
b-· ~oa , zodanig data l{ .. • x en b l·C·•;;., y. I-lier Jc~y zijn gegeven 
positieve getallenG 
Voor gegeven j bevat de som in 28 slechts eindig vele termen. 
Verder volgt uit h k •··-"➔ u, 0 ~ r ~ u, dat 
30 















x+y-r r ' r. 
...,ir 
••• ZU.:~••F iP'T? ••ltlls ■ ,•- P 
l '1 0 0 0 11 lN 'I r== 1 
l1ier N,,- x+y , terwijl de somrnatie dezelfde is als in 28 . 
In verband met de opmerkingen bij 5, volgt nu gemakkelijk 
uit 29, 30 J 31 3 dat 
33 
hier 
1 ! [x 0 X 1, y 1 vl 
r 










' r I ' s 
x-r . y-s 
' 










3 o Asymptotiscr1E.-: f'or1nul2s. 
wees dat 
Zij weer F=G; Smirnov reeds be-
lim P sup 
m ~ n . · -➔ co s 
R 
.L n 
r G r-1 1J ...... •":) 
rr1 < z 
1 + 
n m 
voor z vast., z > Oo I-lie rin is 
QO 
_1t,2 2 00 l{-½ 1- 2z 35 IC --1 ;t..' I. z e e 
• z 
-oo -oo 
Door m sneller naar oneindig te laten gaan dan m~ volgt uit 34 
lim P ~sup 
n ... ► co s 
< z 1 
n 
hetgeen reeds eerder bewezer1 W8rd door Kolmogorov. Dus voor vol-
doend grate r:;teekproE::vcn is t1et zeer c_:e11voudig de ·toetserl van Kol-
mogorov en Smirnov toe te passcn. 
Als m=n dan ' isj wegens 3 3 ~- c:::ciu iv a J.e17 'c met 
-
37 lim p 2 2 I{ r-:, z 7. L, C .... l J L..J .. m > n n J n n .... ➔ oo-
'vJe zullen nu eer1 verscl1E:rping van 37' bet•Jijzcr-}. Later1 a~ b voorlo-




te ver1vangen door a+zy 
P a n,b 11 
n ;, n 




.L[\ 2n a ;, a 




Z =l:; Z1-.r=J> Q l'• zv + 1 - z 'Y' = + 1 of -1 > v = 0 ., 1 :, " o • l N -1 j 
z OJ ••• s ZN 
O < z < a +b > V 
met 
0 ,, 
ljJ +-0 alleen mogelijk is als N+j-i 




l ., J 




C .... 1 
---
---· 1C=1 
i ., J = 0 , '1 > .. • • > c Cl Imme rs ..'i 39 
O; 
' S ll'1 
en 









. i.. I \,,, 
C 
• 
j=1 ;; ., .. ~ C -1 , 
A 
c) J 








functie voldoct aan 39 
. ; 40. 
Door 1~ 1 
a=1;2~o••!l 
toe te paf1ser1 voor i=j=a; c=2a volgt uit 38 , voo1,, 
met 








1 ~ 1 TC ,~ ~ .. 4•2-
• a 
We zullen nu het asymptoti,scl1 gedrag 





.I\. L -WWW 
y =1 
va 11 S a 
n 
X <tt 2 
.. 
ondf~rzoeken. 
Av > 0, 
men 
p,.._ =1 12;; 
0 
=17 2320, 0 Q. J te integrer6n; vindt 
11. 4 
Nu kan 43 








gf::: scl1. rev en worden a 1~ 
[a 2] 2 c< a 1t. 11 k--1 
e 
lr l 2 
-o< 
_.,:'\_ - 2 
2 2 TC D a . 
v ···· 0 
exp -
n 
Bescl1ouw verder de 011 ·t w i l{ke 1 j_ng 
OD ~ 
.. U C1j VJ 
e 
h=O 
1,.1 /"- I • t -- ' f A u VJ . 
~}·1 
geldig voor , 1·1 ie rin e Zl,Jl1 
~ 0 o La ten p Q 8 i t l ~; \T (; 
2 /A,· l 
beschouw de restterm 
,, U (.0 W 
C J 
-
~ ., () -· 
=0 
1,..., 1,-
l J .,/u -LJ 
1 u \i\V 
t") 
0 1+ !1· l 
' - ,.....J L >.. 
,:;;.. 
0 
1-1 ~ u 1 .9 w R ~ M m 
m+ m u w , 
waari11 de constar1·te M niet af11a11gJc van u.,,.~. Immers 
9=Max u 
l-h 
..M,=m =m h=O 
2 1~ .1. 
o/ '" ..... 2 11 
i11 p l.,~l 11 Ci lJC 
• 
Om 49 op 45 te kunncn toepassen, moeten we aldaar eerst 
enige termen afsplitsen. Stel 
-10-
50 1 -1 4 TC an , 
In > 0 voor 
met bijdrage van de tcrmen in 
2 a -c<A 2 




,.roar de overige termen geldt 
- n 
2 k i 4 2 )tr') 0( .c... ~ - -2 n 
0( 
•• t ,..,, 
n 












2 0 < ,,v < TC / 1+ • Du f3 d <; t o ta 1 e 
I 










-ex e k- )_ 2 
.i.. ....... 2 +T .. 
waarin T voldoct aan 
T :G e -
n .}.. - m _.;!:_ 
+Mo( 2 n 2 m + 1 2 1 T _.a:. t1. -2 2m • 
1-Iier stelt M cen constac1t2 voor die 11iet afhangt van a of r10 
Het is niet moeilijk te bewiJzen, dat voor 
•·~ er een consta11te C bestaat zodanig da)c 






keuze der positieve getallcn c< , . 
.,; o Door 
m J. 
- -2 n J uniform in a~ Door ,/,l= te 
tenslotte 
51 a 1 
1t n fa· =0 
l 
"' 0 -n1- 2 uniform in waa rin a n 
·-C( 52 2 gr cl.. e 
le 1 
ee11 begrensde functie van 
53 n TCn 1+ 
vinden we uit 42 en 51 
-2 
gE:ldtJ terwiJl 
2 l{-1 . 2 1.., k-1-o( 
5 1 1 














va 11 P a n.,a n 
n,n 
met een restterm 0 -n1 o l'"1 .. n ~ unirorm in a , m=1 , 2., " • • • 
Het biJzondere geval m=1 
-11-
n i 
If' ,, e ... ·,-6 C -·• J. V 
2 
'TC t1 






'\AJa a rin C c;en cons ·ta 11 t e i. s on a f'l1a r1 l,{e 1 i j l,c 
gotallen a en n. Wegens 35 011 52 is 
van de oositievc ~ehele t __ o______ _ 
c:en verscherping van 
37. Verder is het biJzondere geval m=2 een gen2ralisati~ van een 
resultaat gevonden door Gnedenlco, (DAN, vol.82 1952, 661-663 . 
• 
Ove rsc ·t·1 ri 1:-j d ingsp rob lemen in Iv1a rkov reeks en 
Voordracl1t doo11 
Prof.Dr J.H.B. Kemperman 
op dinsdag 9 december 1953 
Inleiding. In deze voordracht wil ilc een schets geven van een 
aantal nieuwe methodes ter bestudering van overscl1rijdingspro-
blemen in een stationnair Markov proces. In vele gevallen leiden 
deze mett1odes tot expliciete formules voor de overeenkomstige 
overschrijdingswaarschijnlijkhedeno Wegens tijdgebrek zal alleen 
het geval beschouwd warden van een s·tationnair Markov proces met 
een discrete tiJd t=0,1,2, ..• en een discrete ruimte 
.•. ,-1,0~1 3 2, ... 2 een zg. stationnaire Markovreeks. Voor 
slechts een speciale toepassing ziJn alle details weergegeven. 
1. De hoo~dstelling. Zij z ., rl= 0.; 1 .)J ••• 
-n 
een stationnaire Markov-
reeks met z geheelM Met andere woorden, de z ziJn geheelwaar-
n -n 
dige stochastiscl1e variabolen 3 zodanig dat de voorwaardeliJ.ke 
waarschijnlijkheid 
" p z =j 
...... n +1 Z =l., 
-n 
onafhankeliJk is van 
" . 
l, ln+1 
geven getallen met 
z 
-n-1 
1 p4 •' ~ 0 ; lJ 
van 
1 
=P ~ ,, lJ 
P~ lJ 
1 . 
met V < n 3 
i,j ge-
Een meer aanschouweliJk beeld ve1.~kriJg·c men door eer1 ' 1stoct1as-
Jcisch'1 deeltJe P in ·te voeren dat op c1et tiJdstip 11 de positie 
z heeft~ n=0~1, •.•. Gegeven z =i is dan de voorwaardeliJke 
-n -m o 
waarschijnlijkheid, dat P gedurende het tijdsinterval m.,m+n 
een specifieke weg " ~ +11 .... ih h--1., ••• ~n beschriJft~ geliJk aan 
-2-
We voeren verder een stocl1astische gebeurtenis _ in oak ab-
sorbtie genoemd , wellce alleen kan optreden op de tiJdstippen 
0,1,2J •.• 
stip n; we nemen aan dat volledig onnfhankeliJk is van de 
n 
en z met m < n. Tenslotte veronderstellen we., dat m m .., 
n 
z ...... i 
-n 
.... 1 - f i, 
" waarin zijr·1 ri1et O ~ .f. -' 1, 
l 
i= . . . , -1 ., 0 ., 1 jl • • • _; 
gegeven getallen 
opmerking: als optreedt op het tijdstip 
n dan wordt P niet ter plaatse 1'geabsorbeerd' 1 docr1 gaat 11 rus-
• 
G . " Q n egeven z =l, ZlJ . "_ 
-m= l 1,.J 
de voorwaardelijke waarschiJnlijkheid 
optreedt; men ziet gemakkelijlc in dat deze groetheid niet van m 





1 -1 ; Q.. = JJ.P~. ; 
lJ l lJ 
m n Q. .. j lJ • 
n 0 ~ Q. ' J.J 
Bi jna a lle in de pra ct ij k voorkomende overscl1 rijd ingsproblemen 
kunnen~ door een geschikte keuze van de P~, gereduceerd warden l 
n tot een probleem betreffende de Q ..• lJ 
Hoofdstelling. Zij teen vaste complexe constante, f, een com~ l 







l ~ J 
' \ 
voor alle i. \ 
a ls 
anders is g. willekeurig . Dan geldt, voor elk geheel getal 1, 
l 
11 tn n •n f 1- p-. 5 f. Q .. .I'· gu + t .. J J_ ~ I T.ll'Nf lJ J J J J' " 0 ' n--0 J n J ' • 
' 
' 
waarin beide dubbelsonlP}~.r~ absoluut ,?,~.~y~rge!?~ z~~.:1.· 
OiT£1d I • 411 p littlJ J ... '" '"'"" J I Jll ,., i ■ ¥a::: l • •• a b SI IP t :c• q w, .. 
-3-
Dus, als we ter verkorting 
n=O 
invoeren3 dan is de laatste reeks absoluut convergent wanneer 
f,, O of 
J 
7 Q • ,, f.n g • + lJ J J ., 
J 
:t'"' ~ • 
J 
Bewijs. Beschouw de transformatie 
8 T n a ...... 
' J 
n Q ~ . lJ a , , J 
waa rin 
gehele 
a=a .. een ]_ complexe 
i. Met a 
functie aangeeft gedefinieerd voor alle 
geta llen ~b 
a lle i. Als a ~ 0 dan zullen we met T a < oo a a11geven da t 
n 
8 
absoluut convergeert voor alle i. 
opdat T a bestaat. Merk 
n 
Dus T a < co 
n 
is een voldoende 
voorwaa rde 
9 J 
Q O r1;+n 
lJ a -, J 
met andere woorden, 
'10 




T T a 
m n 
op dat T a=a, wegens 
0 
2 , da t 
o n 
-- ... ] ,, 
1. J 




' 1 J J 
• 
Wegens 8 kan 3 geschreven warden als 
11 T n < CC> 
dus geldt 
Door 4 met 
voor a=tm+n f. 
pf - T 
'1 t f 
vgl. 1 . Dus, wegens 10 , 
n 
T t nf ~ n 














De beweringen over 
gevolg van 11 en 
is gelijk aan 
absolute convergentie ziJn een onmiddellijk 









wegens 12 3 n 1 T t
nf _....,.,. 0 ➔ voorn••>oo, uit 
n 
'11 , en T f=f 0 • 
2. Enige toepassingen. In deze paragraaf geeft teen vast com-
plex getal aan, voorlopig met t < 1~ dus is de reeks in 6 
converge11t. Kiest men f.= dar1 geeft 4 dat 
k 1 l l g = en uit 1.7 vol~t i l l \..J 
l 
Qv ~ ·• ~ lJ 
J 





p "' ,, lJ 
p z =j 
-m+n 
n=O 




Q · 1 • VJ ~ 
Wanneer 
• over in 
men 
n 
voor alle J:; 
en P .. "' dus lJ 
=1 zou kiezen dan gaan 
geeft 
n 0 Q ',' 
''l J en 
Kies nu 
gens t 
J k + t i 
f ~ =P. 1 ; vJegens 5 l l,,{ 
<1:; f .. ~ 1- t 
l 
j 











heeft vele toepassingen. \~egens tijdgebrek zal il{ 
,, ,, 
tot een korte scl1ets var1 een dezer toepa ssingen. 
• 
-5-
j 11,,1' S, waarin S= een eindige 
kan a lleen verzameling van gehelo getallen is, m.a.w. absorbtie 
optreden wanneer P een positie z ES l1eeft . Door 6 toe te 
pas sen voor k E. 1S vind t i11en 
gelijkingen, waaruit 
teraf kan Q .. " j S lJ 
de Q~ .-lJ 
uit 6 
Aldus vindt men Q .. ,. a ls ee11 lJ 
Tenslotte kan men uit 
• • • 
de coefficient Qo~ lJ 
00 
'X =0 p 
kan 
n Q ~ ~ lJ 
[) 
voor elke i een systeem van p ver-
-
j E.- S kun11en word en opgelost. Acl1.-
bereke11d v\Jorden. 
expliciete 
n Qfi ,, uit lJ 
rationale functie van 
1.6 berekend warden. 
• 0 • 
bepalen, die de voorwaardelijke 
waarschijnlijkheid aangeeft, gegeven z =i 3 dat z =j en dat, voor 
V = 1 , • . . , p , ~=Y V 
m .... Q, 1 , .. o :, n -1 . 
-o -n 
Deze methode heeft vaak succes doordat het in vele gevallen b.vo 
ciet te bepalen" 
We la ten nu de eis t < 1 vervall(~1~1 .. Een verclere toepassing van 
de hoofdstelling verkriJgt men door f. te 1ciezen als een eigen-l 
vector van de matrix 1 p ~ q lJ , m.8.w. zodanig dGt gQ=O; dit prin-l 
cipe vJerd het eerst toegepast door D. van Dantzig. Neem nu aan 
I)an 
lJ J-l 
met eigenwaarde t= 








mits de laa·tste reeks convergeert en O. Uit de hoofdstel-
ling volgt dat 
CX,.l ,, 




" J n='-" 
1- , 
J 
-n ]_ I \ 
, 
een generalisatie van Wald's fundamentele identiteit. 
Men kan gemakkelijk practiscl1 toepasba1~e voorwcJarder, afleide11, 
die 7 en dus 8 impliceren. 
• 
-6-
3. Peter en Paul. Beschouw het volgende spel tussen Peter en 
Paul. Aan het begin krijgt Peter een bedrag i i .. -.-0,1, ..• van 
Paul. Verder, na iedere worp met een zuivere munt, krijgt Peter 
-~ of +1 van Paul al naar gelang kruis of 1nunt bovenkomt. 




We lcunnen di t probleem a ls volgt genera liseren. Bescl1ouw een 
reeks onafhan1celijke gehee~waardige stochastische variabelen 
verdeling 
p .. J p . , J 
j --0, +1 , • • • • 
" Z =l, waarin i een vast niet-nega-
-n _ n -o 
tief geheel getal aangeeft. Dan vormen de 
Markovreeks met 
p n O 0 J-l 






nog aan nadere 
beperkingen onderwerpen. 
Zij verder de absorbtie zodanig gekozen dat 
P· J 
getal 
1 als j > 0, =f als j ~o., 
n de 
=j 
en dat .· op geen der momenten m=0,1, ..... ,n optreedt. Dus, in ver-
band met de definitie van J 
n n Q . ,, lJ 
)\ 
.f , 
waarin Qo~ A de voorwaardelijke waarschijnlijkheid aangeeft, 
1.J 
-n -m 
ogenblikken 0 3 1, ... ,m. Tenslotte geeft 
ui 
n 
• de gezochte voorwaardelijke waarschijnlijkheid aan, gegeven Z 0=1, 
dat z ~ O gebeurt op precies A van de ogenblikken 0,1, .•. .,m. 
-m 
-7-





0 < t < 1, f,,=ui, waarbij lu 
l =1J t vast, u variabel • 
1.3 voldaan wegens ~ QC~ ~ 





Ul= 1-t '// u 
j p •; u . 
0 J J 
Q. ' 
........... 0 lJ 
J 
1-t Y, n 
waarin beide reeksen absoluut convergent zijn, terwijl 
Stel verder 
... j=1 
Q. ' lJ 
waarin beide sommen absoluut convergent zijn als u 





1- ft u 












u - 1-t 
waarin Cena positieve constanten zijn, a <1. 
=1. Wegens 
• 
j -' 0 J 
In dit geval kan men het geldigl1eidsgebied van 9. uitbreiden · 




Vooreerst is F 1 u analytisch 
punt U= oo .. Vervolgens is I-I., u 
l 
voor u ~1j ... cerwijl H" 0 =0. 
l 
Y u analytisch is voor a< lu 
voor u > 1 1net inbegrip V3 n het 
ana lytisch voor I u \ < 1, continu 
Tenslotte volgt uit 4 en 10 dat 
< 1, c onti11u voor a < u ~ 1. 
Als u 
a < R < 1 
=1 dan is 
en 
u f 1 dus bestaa·t er een constante R met 






volgt hieruit dat de reeksen in 7 absoluut conver-
v o o r U=R , du s is F " u z e 1 f s an o 1 y t is ch v o or u > R . 
l 
Nu geldt 9 voor u =1, terwijl beide leden van 9 continu zijn 
voor R < u -G 1, ana lytisch voor R < u < 1, dus 9 geldt voor a lle 
u met R < u ~ 1. Tenslotte levert 9 een analytische voortzet-
ti11g van F .. u tot het gehele gebied u > a, zodanig da t 9 
l 
geldt , met u.itsluiting va11 de 11ulpunten van 1- ft 'f u , v~aar 
F1 u een pool kan hebben. 
Het bovenstaande principe last vele toepassingen toe. Teneinde 
het verhaal niet al te lang te maken zullen we ans nu beperken 
tot het geval dat 
10 P~ J 
O a ls j <: -1, O<f~1. 
Dan is 
11 u 
" J p u 
J 
ana lyt isc h in O -<: u < 1 met een enkel voud ige pool in U=O. Verd er 
geldt 10 voor elke a > O, dus levert 9 een analytic~che voort-
zetting van F. u tot het gehele u-vlak met inbegrip van het l . 
punt U=CO doch met uitsluiting van l1ct eenduidige nulpunt "c van 
1-ft'f u met < 1; in het lJj_jzonder is 
de r :1 we gen s 9 , i ~ 0 en H . O = 0 J 11 e rJ b c 11 we F , 0 l l 
het ee1-id uid ige nul punt van 1-t 1f 1,1 met < 1:, 
bepalen de rationale functie F. u eenduidig, dus 
l 
12 
Verder 3 wegens 3 , 2, 6, 
11 '0 
' 









ra tiona·a 1. Ver-
=0. Zij tenslotte 
'lJ . DD n 
eigenscl1appen 
I 
1- 1-fFo 1 1-t -1 
. l -
, 






u O 11 
l 
-9-
eenduidig bepaald door 
' --1 




+ . 0 • J 
dus t is ana lytisch in t t < 1 










15 i-1 '1 - 1-t -1 
r •00 
n 













A )1 • 
-1 




i i-1 n , u 1-u u ~ u . , U=O van de functie 1- -1 u 
In het oorspronkelijke spel tussen Peter en Paul is 




in de ontwikkeling 
2 - A 2 A -1 n 1+u 1+u in machten van u. Verder is . gelijk 






D-A-i ·l-1 2 
1+u 
/\. ~ 1 . 
' 
Uit 17 kan men op de gebruikelijke vJijze een '1 boog-sinus-wet· 11 
afleiden, vgl. W. Feller; An introduction to probability theory 
and its applications, New York 1950, Po2526 
' 
De asymptotische verdeling van rijen in een compacte groep 
Voord1.,.,acht door 
Prof.Dr J.HoBo ICemperman 
Woensdag 22 april 1959 
1o Afrondingsfouten . 
• 
Voor r=1,2Jo .. ,pj zij g n een gegeven reele functie~ ten-y, 
-
constante. Neem aan, dat we de lineaire combinatie 
+ . ~ • + C f)' n pop 
willen berekencn voor n=1~2, .. o met behulp van een rekenmachine 3 
• 
die alleen gehele getallen kan voorstcllen. De gebruikelijke methode 













l + ,·:, 
,;_ 
als 
Problee1n~ wat kan men zegge11 over de y ? Natuurlijk is 
n 
y ~ is deze schatting 
n 
veel te ruvJ. 
Tenej_nde iets meer te k"L111nen zeggen> neemt mer1 vaak aan dat 
de = n=1,2,o O O beschouwd icunnen warden als onafhan-
kelijke stochastische variabelen, ell( n1et een gelijl{n1atige waar, .. 
schijnlijkheidsverdeling in -½ ,+½- _ Als dit inderdaad het geval 
is 3 dan kan men gemakkelijk de al of niet simultane waarschijn-
r p n 
geldt met een zeer hoge waarschijnlijkheid n vast o 
Dit alles klinkt erg 
reeds volkomen zinloos te 
tische variabele is met een gelijkrnatige verdeling in 
n J is het 
3-2 een stochas-
.;l _J~ 
-2 ,7-2 Ill 
-2-
De situatie kan evenwel gered warden door over te gaan op de 
asymptotische eigenschappen van de reeksen X 
rn r= 1 ., .... ., p • 
I 
waarin -1 en~~ zijn geidentificeerd> 
asymptotische verdeling van de reeks 
maat op 
I =1. Dan heet 
x als 
r11 
3 lim 1 
n n . ,_ .. ,.. oo-
a ant a 1 m== 1 ., . ., 0 , n met x €. A 
rm 1~ A 
de 
voor ell{ deelinterval A= a>b van I, zodanig dat de verzameling 
der eindpunten 8 3 b een -maat nul heeft 0 natuurlijk heeft niet r , 
iedere reeks een dergelijke verdeling . E2n met 3 aequivalente 
definitie is: 
lim 
n -j>"' oo 
voor elke op I continue functie, f --1- ·-f(+½ . Als x de Lebesgue 
rn 
maat op I als asymptotische verdeling heeft dan zeggen we dat 
x een in I gelijkmatige of uniforme verdeling heeft. rn 
Neem aan dat, voor r= 
r heefto We zullen deze p reel{sen asymptotisch 
noemen~ indien 
een verdeling 




n .. ,,,- oo 
1 
n 1 
. ., . f X p pm 
X 
geval is, dan heeft de door 1 gedefinieerde 
totische verdeling v in de zin dat 
lim 
n .. ► oo 
voor) elke continue 1unctie g y ~ -oa < y 
precies gelijk aan de waarschijnlijkheid 
f._ d 
p 
op I. Als dit het 
reeks y een asymp-
n. 
.. I-Ii e r b i j is 
waarin de X onafhanke~·jk stochastische r ·~ variabelen zijn met 
X ~ 1 , Pr X E. B = B a ls B CI~ r r r r= 1 ., .... ., p . 
2. Compacte groepen; inleidings 
Men kan I opvatten als de groep der reele getallen mod 1 0 
Zij nu Geen vaste compacte groep 5 additief geschreven, d.waz., G 
is zowel een compacte Hausdorff ruimte als een additieve groep zo-
-3-
danig dat x-y een continue functie is van x>y• We zullen voor het 
gemak aannemen dat G aan het tweede aftelbaarheidsaxioma voldoet. 
Zij 63 de G -ring gegene1---eerd door de open deelverzamelingen 
van G; een B E.. ca heet ook we 1 een Bore 1 verzame ling. Onder een 
Borel maat op G verstaan we een eindige niet negatieve maat op 
63 o We zijn alleen geinteresseerd in de reguliere Borel maten~ dus 
een Borel maat _,.I.;{. met de eigenschap dat; voor elke A E... (3 en elke 
E; > 0, men een f:lfgesloten verzameling Cc: .A. en een open verzameling 
U:::; A kan vinden met /u U - t <,JJ.., A < /1.,1.... C + E • 
Een zeer speciale reguliere Borel maat is de z.g. Haar maat, 
die eenduidig bepaald is door de eigenschappen 
.A.+x A ( x+P.. :1 
. G =1o Een integraal too.v. deze maat wordt gewoonlijk geschreven 
als f x dx. 
Zij CG de Banach ruimte van alle continue f 1uncties fop G 
met de uniforme norm 
lf 
Voor elke Borel maat 
"f -~-
, 





een continue en lineaire functie .1· oD c~ G met 
~ 
,tVV.f~O als f?>Oo 
Omgekeerd, met elke zodanige functie ~ •f correspondeert een eendui-
dige reguliere Borel maat /l A op o3 :J zodanig dat 6 geldt. 
Met een maat op G zullen we voortsan altijd bedoelen een ele-
ment in de collectie -;rr; G van alle reguliere Borel ma ten op 
G = niet negatieve lineaire fu.ncties op CG met ·(G ··-'10 In 
d77 G definieren we nu een begri·p convergentie a ls volgt 
Men kan bewijzen: als 
• 
a 1 s 1,L,, • f - .'> 
.,.,,,..... n .,,,,, 
-a;;.-.. ,._,,u- dan geldt 
n 
of voor elke f ~CG . 
voor elke begrensde functie f x op G waarvoor de verzameling der 
• 




volgt gemakkelijk met de diagonaalmethode dat elke rij in 
een convergente deelrij heeft. 
G 
Onder een representatie van de graad r van G verstaan we een 
continue homomorphe afbeelding D x van G in de groep van alle r x r 
unitaire matrices: 
-1 'f . dus D -x =D x -D x . De zeer speciale representatie, die aan 
elk element x het complexe getal 1 toevoegt, aangeduid met D0 x 
heet de triviale representatie van G» 
Kies nu uit elke collectie van aequivalente representaties een 
irreducibele., dit kan . 
Dan vindt men hoogstens aftelbaar "vele irreducibele:; niet ae .. 
' 
n1 g • e lJ m=O , 1 ., 2., • • • ., zodanig dat 
Peter-Weyl de collectie van alle lineaire combinaties van de 
m 
igij ···)• 
ligt in CG 
lJ voor alle i.,j.,m. dan en 
alleen dan als 
J m=1.,2, •••• 
Zij opgemerkt~ dat voor de Haar maat D x d x==O., m ~ 1 • Dus 
m 




n. -.. > oo 
D x d 
m n 
0, 
Wanneer G commutatief is dan zijn de irreducibele representa-
morphismen van Gin de multiplicatieve groep z = van com-
plexe getallen. In het geval dat G de k-dimensionale torus 
I x . • .. x I is , z i j n a 11 e ka ra kt er s van de v o rm 
2i-c ilx 
.. . e 
geheel., 
, l 4 I' -" -• f.11$ ]l¥¢£ U ajll5F a a11 I•-
x voegen weals 
n 











Zij W w de niet-lege verzameling van 




G . Indien W w slechts 
,,. ,,. 
een element 1Jcva t 
X de reeks 
n 
da n zeggen v'7e 
. Indien x de 
n 
de asymptotische verdeling van 
Haar mant als verdeling heeft 
dat gelijkmatig verdeeld 
lijke e11 voldoende voorwaarden hier·voor zijn 
n 
9 1 itn - "'---- D x . o 
n J" 1 m lJ n. ~ oo 
respectievelijk, 
lim 




m J o, 
D d 
n1 
is in Ge Noodzake-
m ~ 1 , 
1n ~ 1 . 
Voorbeeld a E~:r) clement a E. G heet ergodisch als de reeks na 
gelijkmatig verdeeld is in G~ Zulke elementen bestaan natuurlijk 
alleen als G commutatief is; neem aan dat dit l1et geval is. tvegens 
10 is a E. G ergodisch dan en a lleen dan wcnneer 
1 n n a lim D ~ lim D a J o, Ja n m n m n- 1 -,.. 00 n- "'?" co , 
ma9w. D a ~1 voor elk niet-triviaal karakter D x; hieruit 
m ' m 
volgt gemakkelijk, dat in een samenhangende abelse compacte groep 
de verzameling der niet ergodische elementen de Haar maat nul 
heeft . Be~vering~ a E..G is ergodioch dan en 3J_leen da11 als de ver-
zameling dicht ligt in G; in G s·pelen dus de ergo-
dische elementen een analoge rol als in I de irrationale getallen . 
Irr..mers:, zij H de afsluiting van a.;28 5 • .,.. 3 eon afgesloten onder-
groep van G. Als H~ G dan bestaat er een niet-triviaal karakter 
dat op H de waarde 1 aanneemt. 
4. Onafhankelijkheid. 
groepen voorstellen 
• Neem aa11 dat , oen verdeling bezit-
-· ,. 
' ; . 
_() _ 
,_, 
ten~ At , ,6 nz a 2 
hankelijl-<: a ls de -reelcs X ,, ') 
n ., J 1·1 1 
die het product is van de 1·na t e i.7 
n 
'11 lim f X g y. ( I\ • i" ( -- • (.J' n ' j J -· t:) J n :,--oo 1 = 
geldt 11 nog steeds wanneer f x g y) In feite 
t.o.v. Ax bijnc1 over~() l c~.ontinl1. Een nooc]:::;~11-,cc;li,j.1·ce eo 
voorvJaa r·de voo1--
lim 
n n ~- .. ➔ oo 
voor elke representatie 
D V3n dezelfde graad q . 
,-, 
X '' l ' \J "' J j \; "' 







. ~ .... ,,, p 
,,r'.)n G vr" V ( ] j ~ "'l A u ,·) , 
' C. 
l .. n r}. .. .. (-\ 1·, ·-1 i·,: ·, ~l ;,-\ 1...r ,::-~ l 1" J"' k· m,:,j, t: ,._. • 1 ,~J I (.,., i _k,. l J. t~. ~ ;,. 4 ;:. . ,, "-,,.,, ~ ~ 
' , 
0 in y 
. n L. 
re s p e c t i eve 1 i j ice v e r1 d e 11- n gen /\ en . Z i j r1 C} {~: 11 8 f~ t: c e :L c1 in g 
G ,,,... >· G d i e c on t in u i s i n e 1 k 1) u n t b "Ll i t E:.: 11 e l: 11 ci E..: e 1 v t-~ r ~::. <i rr1 e 1 i r1 g 
2 1 
G0 met -maat nulo 
c.. 
a f ha n ke 1 i j k . 
Als boveri(J ien 
X +h y 









.. J Q 
- i.:,;i ~n ....L I 
X 
n 
on a f' 1·1 a r-11--c e 1 i j ke t .. c e 1-<:s ,, 1../ l1 1 • ,.." e, .,. e e ,,.... ....,. , - ..... ) t· · Kc:1 n m -1 l · ·· r 1 !::::, r 1.J l 






. J\.ls (;Ve 1·~-
al continu in G0 , dus 
• 
lj_m 




y .. g, 




en z D 
onafhanl{elijk zijn. Neem nu 
maat op G l" Ci 1 ~.) . Dan is J 
lim 
n-.-~oo 
m. a • w. 
1 
:) X ,, +z ~ 
n m J J 
D d/\ 
m 











T'\ ( ~{ 
.U \.1,:: 
lil J 
D d V -·- 0, 
1n 
( ,. 1 ./1 
\ I I , 
• 
(i 
' ' ,::,, 0 












,.1 r, - ' t -r --~I~. \....4 ., _..., 
r l - 0 
c::: .. 
I{ies nu een begrcnsde functie 
de pe l">J_ ode 
in te 1-)va 1;) 
T ,.1 
ID II V • 




n ~ 1 





+ h r 
• l ('"1 ► :l 
.,...... ~ 
Kl Cft1-[111 n 
. .. . u 
, 1)n 
t··•' 
• •• , r) 
cen geli~j·ianatige verdeling j_n :r .. 
f.1a 11gcn omen dat 
hct 0 een " lS ."' ., \I U('."'! 
.:..J n 
c~er1 V E:... rc:;i e-=:~ ·1. ; r1 (·' ~- j . 1 ..;,,.- •• 
. ~ I I 
"'TO nm \ ,_ l. , ' ,l 
"'""'"" 
gestelde voorwaa rden voldaan dan en ~~1 J. J_ e en /" ~-➔ r" \,!,,,.
' 7 ... ... 
n p+q,., qn gelijk:matig 
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dan en; ,. 
I verdeeld ~ lS wanneer 1Jolynoom 
> 
'· l .. , ·, .,_,
naa 1 alle 
is 
geheel :i D lle 
alle gestelc1e 
r ~:l t i" () 11 •::; 3 1· ) ~l .. L. ~ a-
X 
rn 
• 0 .. Yen 
,::i 
, 
-~, .... , ·1 -v· ·• n c·) o r·1r"' ' 'V'' ,1 . ,, t·•' . ,. .• ,, __ , 4 ' 'f.£. 
geen 
nul 5 
keuze der gehele getallen Y\•'l t•~ t ·!'\. . , 
alle .. lS 
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. rf' ,."" d·· ·1 ) n . ,A,\..., • ; 
matig verdeeld We merken op dat 
c( 
rl 









1 ) JI 
' 
-·t 'J' ' . i 
i , "' 
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Beschouw weer een tweetal compacte groepen 
n= dat X n in a_,, een sterk • n n c:.. 
gelijlffilatige verdeling hceft als 
1 a -1-n 
., p II 
.. ....._, 
.v X " -· ,._, --...,;;.,)-- 0 
n ~----J=a m J 
uniform geldt in a, voor elke niet triviale representatie D 
m 
van 
dit is bov. het geval 
Theorema 2o Zi,j k een vast geheel getal ~ 0 en zij 
e 
waarin lJ. U =U -U 
s n n+s n 






11 j sterlc Jc e rw i J" 1 A y t · ·>- 0. ~1 n 
II Voor elke keuze van de positieve 
xr verdeeld in 
ona fha 11kelijk .. 
gehele getallen 
'l D 0 
(..x 1 en ZlJTI x' n 
Bewering: voor elke keuze van de continue afbeelding 
xn+h Yn gelijkmatig verdeeld in 
Opmerkints: Onder de gestelde voorwaarden heeft x altijd 
n 
I-Ila wka , doch w = y 
n 
behoeft niet eens een verdeling te hebbeno Geeindigd wordt met 
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